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1. Решите уравнение 
3

2
2sincos

3coscos
=

−

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
6
+= , ππ kx 2

6
5

+= , Ζ∈+= kkx ,2
3

4 ππ . 

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0cos ≥x Ζ∈+=⇔=⇔=⇔=
− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

63
1tg

3
2

2sincos
2sinsin2

3
2

2sincos
3coscos ππ . Учитывая условие, 

получаем Ζ∈+= kkx ,2
6

ππ . 

б) . Тогда 0cos <x Ζ∈+=⇔−=⇔=
−

⇔=
−− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

233
12ctg

3
2

2sincos
2coscos2

3
2

2sincos
3coscos ππ . Косинус 

отрицателен при Ζ∈+= kkx ,2
3

4 ππ  и при Ζ∈+= kkx ,2
6

5 ππ . 

 

2. Решите уравнение 
( )

82
3 78log3 xx x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Ответ. 
8

729
=x , . 2=x

Решение. Логарифмируя по основанию 3, получаем уравнение, равносильное исходному: 

( ) ( )( ) 2log3log72loglog12log3log
8

log
2

3log8log 333333

7

333 −=−++⇔⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ xxxxxx . 

Обозначим , . После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых уравнение 

принимает вид . Решаем квадратное уравнение относительно : 

yx =3log a=2log3

( ) 06362 22 =+−−+ aayay y

( ) ( ) ( )2222 329124633
4

−=+−=−+−= aaaaaaD ,  ( ) ⎢
⎣

⎡
−=

=
⇔−±−=

.36
,

323
ay

ay
aay

Находим x : если , то  и ay = 2loglog 33 =x 2=x ; если ay 36 −= , то  и 2log36log 33 −=x
8

729
=x . 

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  и таких, что  делится нацело на 291 . k 000291 12 −k
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )97311 ⋅+− #kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k 97
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971 #+k Ζ∈+= ppk ,9697 ( )( ) ( ) ( )( ) 31959797397979597 ## ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 3 Ζ∈+= qqp ,13 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что 
, , . 193291 += qk 290291 += qk Ζ∈q

б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971 #−k Ζ∈+= ppk ,197 ( ) ( ) ( ) 329797329797 ## pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 3 Ζ∈+= qqp ,13 , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 , откуда получаем, что 98291 += qk , 

, . 1291 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,98,290,193 291

4 291 1000291291000 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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Решение. Преобразуем уравнение системы: 
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В каждом из четырёх случаев выражаем  и подставляем в неравенство. y

Если 523 += xy , то ( ) 2523
22 ≤++ xx , 01851210 2 ≤++ xx , ( ) 02310

2
≤+x , 

5
3

−=x . Тогда 
5

1
=y . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
−

5
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5
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⎠

⎞
⎜⎜
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5
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5
3 , 

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
−

5
1;

5
3 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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5
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5
3 . 

 
5. На ребре  правильной треугольной призмы  взята точка 1AA 111 CBABCA T  такая, что . Точка 1:4: 1 =TAAT T  

является вершиной прямого кругового конуса такого, что три вершины призмы принадлежат окружности 
его основания. 
а) Найдите отношение высоты призмы к ребру её основания. 
б) Пусть дополнительно известно, что . Найдите объём конуса. 51 =BB

Ответ. а) 
3
5 ; б) 

2929
1280π

=V . 

Решение. Если три вершины призмы лежат на окружности основания конуса, то это означает, что три вершины 
призмы равноудалены от точки T , т.е. три из отрезков , , , , ,  равны между собой. 
Заметим, что ; кроме того , . Из этих неравенств следует, что отрезки 

 и  самые длинные, а отрезок  – самый короткий. Значит, равны между собой отрезки ,  и 
. 

TA TB TC 1TA 1TB 1TC

TCTBTCTB =<= 11 TATB > 11 TATB >

TB TC 1TA TA 1TB

1TC
а) Обозначим , . Тогда . По теореме Пифагора для треугольника  находим, что xTA =1 xTA 4= xTB 41 = TBA 11

1511 xBA = . Значит, искомое отношение равно 
3
5

15
5

=
x

x . 

б) Из треугольника  по теореме Пифагора получаем, что ABA 11 1021 xAB = . Радиус основания конуса – это 

радиус окружности, описанной около треугольника . Его стороны: 11CAB 10211 xACAB == , 1511 xCB = . 

Тогда находим его высоту: 
2
145xAH = , площадь: 

4
875

2
14515

2
1 2xxxS =⋅⋅= , радиус описанной 

окружности: 
29

58
4

15102102 x
S

xxxR =
⋅⋅

= . 

Образующая конуса – это отрезок AT , т.е. она равна . Тогда высота конуса x4
29

12
29

32016
2

2 xxxh =−= . 

Находим объём конуса: 
2929

1280
29

12
29

320
3

32 xxxV ππ
=⋅⋅= . Так как 1=x , окончательно получаем 

2929
1280π

=V . 

 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система  b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++

+−=

xayayx
b

byx

12232

,3

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( ) ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;
8
30 ∪b . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 26 =−+− ayx , следовательно, 

оно задаёт окружность радиуса  с центром 2 ( )a;6 . При всевозможных R∈a  эти окружности заметают 
полосу . 84 ≤≤ x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными вправо, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ b

b
;3 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 84 ≤≤ x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 8в ≤x 83
≤

b
откуда ( ) ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;
8
30 ∪b . 

 
7. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны 
ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O BAD BCD AD  в 
точке K , а вторая касается стороны  в точке BC T .  
а) Найдите радиус окружности , если 1Ω 2=AK , 8=CT .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
2O

BOC BDC

Ответ. а) 4=r , б) 
2

15arctg −
=∠BDC  или 

2
15arctg +

−=∠ πBDC . 

Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 
угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – равна 

. Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1AO 2CO BAD BCD
ABCD

BAD BCD D180 1KAO 2TCO
D90 α=∠ AKO1 α=∠−=∠ 22 90 TCOCTO D αtg , получаем: 

TO
CT

AK
KO

2

1tg ==α , 
r

r 8
2
= , 4=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота этого 
треугольника  также является его медианой. Точки ,  и 

COBO 22 = BOC
TO2 O 2O T  лежат на одной прямой (на серединном 

перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: BC 5422
22 =+= CTTOCO , 5422 == COOO  (как радиусы 

одной окружности) 
Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 

стороны от неё. 
2O O BC

В первом случае получаем: 
2

15arctg
544

8arctgarctg
2
1 −

=
+

==∠=∠=∠
OT
CTCOTBOCBDC . 

Во втором случае: 
2

15arctg
454

8arctgarctg
2
1 +

−=
−

−=−=∠−=∠−=∠ πππππ
OT
CTCOTBOCBDC . 
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1. Решите уравнение 32
2coscos
3sinsin

=
−

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
3

2
+±= , ππ kx 2

6
+−= , . Ζ∈k

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0sin ≥x Ζ∈+−=⇔−=⇔=
−

⇔=
− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

3
3tg32

2coscos
2cossin232

2coscos
3sinsin ππ . Учитывая 

условие, получаем Ζ∈+= kkx ,2
3

2 ππ . 

б) . Тогда 0sin <x Ζ∈+−=⇔−=⇔=
−

⇔=
−− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

26
32tg32

2coscos
2sincos232

2coscos
3sinsin ππ . Синус 

отрицателен при Ζ∈+−= kkx ,2
3

2 ππ  и при Ζ∈+−= kkx ,2
6

ππ . 

 

2. Решите уравнение 
4

4
9log 729

243

2

x

x
x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

. 

Ответ. 
4

243
=x , 

9
1

=x . 

Решение. Логарифмируя по основанию 2, получаем уравнение, равносильное исходному: 

( )( ) xxx
x

xx
2222224222 log43log63log2log23log5log729log

4
9log

243
log −=++−−⇔⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Обозначим , . После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых уравнение 

принимает вид . Решаем квадратное уравнение относительно : 

yx =2log a=3log 2

( ) 010423 22 =−+−− aayay y

( ) ( ) ( )2222 2742849104423 −=+−=−−−= aaaaaaD , ( )
⎢
⎣

⎡
−=

−=
⇔

−±−
=

.2
,25

2
2723

ay
ayaay  

Находим x : если , то  и ay 2−= 3log2log 22 −=x
9
1

=x ; если 25 −= ay , то  и 23log5log 22 −=x
4

243
=x . 

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  и таких, что  делится нацело на . k 000445 12 −k 445
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )89511 ⋅+− #kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на 89 . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 891 #+k Ζ∈+= ppk ,8889 ( )( ) ( ) ( )( ) 51878989589898789 ## ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 5 Ζ∈+= qqp ,25 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что 
, , . 276445 += qk 444445 += qk Ζ∈q

б) , т.е. ( ) 891 #−k Ζ∈+= ppk ,189 . Тогда получаем ( ) ( ) ( ) 528989528989 ## pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 5 Ζ∈+= qqp ,25 , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 , откуда получаем, что 179445 += qk , 

, . 1445 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,179,444,276 445

4 445 1000445445000 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0251040816
,1

224224

22

yxyyxx
yx

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1;

5
2 . 

Решение. Преобразуем уравнение системы: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.52
,52

52
,52

454
,454

45416254104

162510408160251040816

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем  и подставляем в неравенство. y

Если 52 += xy , то ( ) 152
22 ≤++ xx , 04545 2 ≤++ xx , ( ) 025

2
≤+x , 

5
2

−=x . Тогда 
5

1
=y . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

5
1;

5
2 , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

5
1;

5
2 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

5
1;

5
2 . 

 
5. На ребре  правильной треугольной призмы  взята точка 1BB 111 CBABCA T  такая, что . Точка 5:2: 1 =TBBT T  

является вершиной прямого кругового конуса такого, что три вершины призмы принадлежат окружности 
его основания. 
а) Найдите отношение высоты призмы к ребру её основания. 
б) Пусть дополнительно известно, что . Найдите объём конуса. 71 =CC

Ответ. а) 
3
7 ; б) 

3737
3500π

=V . 

Решение. Если три вершины призмы лежат на окружности основания конуса, то это означает, что три вершины 
призмы равноудалены от точки T , т.е. три из отрезков , , , , ,  равны между собой. 
Заметим, что ; кроме того , . Из этих неравенств следует, что отрезки 

 и  самые длинные, а отрезок  – самый короткий. Значит, равны между собой отрезки , TC  и 
. 

TA TB TC 1TA 1TB 1TC

TCTATCTA =>= 11 TBTA > 11 TBTA >

1TA 1TC TB TA

1TB
а) Обозначим , . Тогда . По теореме Пифагора для треугольника xTB 51 = xTB 2= xTA 5= ABT  находим, что 

21xAB = . Значит, искомое отношение равно 
3
7

21
7

=
x

x . 

б) Из треугольника  по теореме Пифагора получаем, что ABB1 701 xAB = . Радиус основания конуса – это 
радиус окружности, описанной около треугольника . Его стороны: CAB1 7011 xCBAB == , 21xAC = . 

Тогда находим его высоту: 
2
259

1
xHB = , площадь: 

4
1117

2
25921

2
1 2xxxS =⋅⋅= , радиус описанной 

окружности: 
37

710
4

217070 x
S

xxxR =
⋅⋅

= . 

Образующая конуса – это отрезок AT , т.е. она равна . Тогда высота конуса x5
37

15
37

70025
2

2 xxxh =−= . 

Находим объём конуса: 
3737

3500
37

15
37

700
3

32 xxxV ππ
=⋅⋅= . Так как 1=x , окончательно получаем 

3737
3500π

=V . 

 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++++

++=

xbybyx
a

ayx

10224

,4

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( ) ⎟
⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;

3
20 ∪a . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 15 =++− byx , следовательно, 

оно задаёт окружность радиуса  с центром 1 ( )b−;5 . При всевозможных R∈b  эти окружности заметают 
полосу . 64 ≤≤ x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными вправо, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − a

a
;4 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 64 ≤≤ x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 6в ≤x 64
≤

a
откуда ( ) ⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡ ∞+∞−∈ ;

3
20 ∪a . 

 
7. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны  в 
точке 

ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O ABC ADC BC
K , а вторая касается стороны AD  в точке T . 

а) Найдите радиус окружности , если 1Ω 33=BK , 3=DT .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
1O

BOC BDC

Ответ. а) , б) . 3=r D30=∠BDC
Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 

угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – 

равна . Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1BO 2DO ABC ADC
ABCD

ABC ADC D180 1KBO 2TDO
D90 α=∠ BKO1 α=∠−=∠ 22 90 TDODTO D αtg , 

получаем: 
TO

DT
BK

KO

2

1tg ==α , 
r

r 3
33
= , 3=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота  этого 
треугольника также является его медианой. Точки ,  и 

COBO 11 = BOC KO1
O 1O K  лежат на одной прямой (на серединном 

перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: BC 622
11 =+= KBKOBO ,  (как радиусы одной 

окружности). 
611 == BOOO

 
Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 

стороны от неё. 
1O O BC

В первом случае получаем: D30
9

33arctgarctg
2
1

===∠=∠=∠
KO
BKBOKBOCBDC . 

Рассмотрим второй случай. Точка  лежит на биссектрисе угла , поэтому  1O ABC

D60
3

1arctg2arctg22 1
1 ===∠=∠

BK
KO

BKOABC . 

Это означает, что вписанный угол  опирается на дугу , равную . Вместе с тем дуга  равна углу 

, а  

ABC AC D120 BC

BOC D1203arctg2arctg2arctg22
1

==
−

==∠=∠
rOO

BK
OK
BKBOKBOC , что невозможно, так как в этом 

случае дуга  должна быть меньше дуги . AC BC
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1. Решите уравнение 32
2cossin

3coscos
−=

+

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
3

2
+= , ππ kx 2

6
7

+= , ππ kx 2
6
+−= , Ζ∈k . 

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0cos ≥x Ζ∈+−=⇔−=⇔−=⇔−=
+ kkxx

xx
xx

xx
xx ,

6
3ctg32

2cossin
2coscos232

2cossin
3coscos ππ . Учитывая 

условие, получаем Ζ∈+−= kkx ,2
6

ππ . 

б) . Тогда 0cos <x Ζ∈+=⇔=⇔−=
−

⇔=
+− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

26
32tg32

2cossin
2sinsin232

2cossin
3coscos ππ . Косинус 

отрицателен при Ζ∈+= kkx ,2
3

2 ππ  и при Ζ∈+= kkx ,2
6

7 ππ . 

 

2. Решите уравнение 
3

8
log 1024

400

5

x

x
x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

. 

Ответ. 
5
8

=x , . 16=x

Решение. Логарифмируя по основанию 3, получаем уравнение, равносильное исходному: 

( )( ) xxx
x

xx
5555553555 log32log102log3log2log42log1024log

8
log

400
log −=−−−⇔⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Обозначим , . После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых уравнение 

принимает вид . Решаем квадратное уравнение относительно : 

yx =5log a=2log5

( ) 041217 22 =−+−− aayay y

( ) ( ) ( )2222 112412417 +=++=−−−= aaaaaaD , ( )
⎢
⎣

⎡
−=

=
⇔

+±−
=

.13
,4

2
117

ay
ayaay  

Находим x : если , то  и ay 4= 2log4log 55 =x 16=x ; если 13 −= ay , то  и 12log3log 55 −=x
5
8

=x . 

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  таких, что  делится нацело на . k 000485 12 −k 485
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )97511 ⋅+− #kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k 97
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971 #+k Ζ∈+= ppk ,9697 ( )( ) ( ) ( )( ) 51959797597979597 ## ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 5 Ζ∈= qqp ,5 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что 
, , . 96485 += qk 484485 += qk Ζ∈q

б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 971 #−k Ζ∈+= ppk ,197 ( ) ( ) ( ) 529797529797 ## pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 5 Ζ∈+= qqp ,45 , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 , откуда получаем, что 389485 += qk , 

, . 1485 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,389,484,96 485

4 485 1000485000485 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.01008020168
,2

224224

22

yxyyxx
yx

Ответ. ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

5
22;

5
2 . 

Решение. Преобразуем уравнение системы: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.102
,102

102
,102

4104
,4104

4104161004204

16100802016801008020168

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем x  и подставляем в неравенство. 

Если 102 += yx , то ( ) 2102
22 ≤++ yy , 081045 2 ≤++ yy , ( ) 0225

2
≤+y , 

5
22

−=y . Тогда 
5
2

=x . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

5
22;

5
2 , 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

5
22;

5
2 , ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

5
22;

5
2 . 

 
5. На ребре  правильной треугольной призмы  взята точка 1CC 111 CBABCA T  такая, что . Точка 3:1: 1 =TCCT T  

является вершиной прямого кругового конуса такого, что три вершины призмы принадлежат окружности 
его основания. 
а) Найдите отношение высоты призмы к ребру её основания. 
б) Пусть дополнительно известно, что . Найдите объём конуса. 81 =BB

Ответ. а) 2 ; б) 
1111

3576π
=V . 

Решение. Если три вершины призмы лежат на окружности основания конуса, то это означает, что три вершины 
призмы равноудалены от точки T , т.е. три из отрезков , , , , ,  равны между собой. 
Заметим, что ; кроме того , . Из этих неравенств следует, что отрезки 

 и  самые длинные, а отрезок  – самый короткий. Значит, равны между собой отрезки ,  и 
. 

TA TB TC 1TA 1TB 1TC

TBTATBTA =>= 11 TCTA > 11 TCTA >

1TA 1TB TC TA TB

1TC
а) Обозначим , . Тогда . По теореме Пифагора для треугольника  находим, что xTC 31 = xTC = xTA 3= ACT

22xAC = . Значит, искомое отношение равно 2
22

4
=

x
x . 

б) Из треугольника  по теореме Пифагора получаем, что ACC1 621 xAC = . Радиус основания конуса – это 
радиус окружности, описанной около треугольника . Его стороны: BAC1 6211 xBCAC == , 22xAB = . 

Тогда находим его высоту: 221 xHC = , площадь: 1122222
2
1 2xxxS =⋅⋅= , радиус описанной 

окружности: 
11

26
4

226262 x
S

xxxR =
⋅⋅

= . 

Образующая конуса – это отрезок AT , т.е. она равна . Тогда высота конуса x3
11

33
11

729
2

2 xxxh =−= . 

Находим объём конуса: 
1111

372
11

33
11

72
3

32 xxxV ππ
=⋅⋅= . Так как 2=x , окончательно получаем 

1111
3576π

=V . 

 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=++

+−=

xayayx

by
b

x

20296

,7

22
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( )∞+⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;0

12
7; ∪b . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 210 =+++ ayx , следовательно, 

оно задаёт окружность радиуса  с центром 2 ( )a−− ;10 . При всевозможных R∈a  эти окружности заметают 
полосу . 812 −≤≤− x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными влево, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − b

b
;7 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 812 −≤≤− x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 12в −≥x 127
−≥

b
откуда ( )∞+⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;0

12
7; ∪b . 

 
7. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны 
ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O BAD BCD AB  в 
точке , а вторая касается стороны  в точке . L BC F
а) Найдите радиус окружности , если 2Ω 2=AL , 22=CF .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
2O

BOC BDC

Ответ. а) 2=r , б) 
2

13arctg −
=∠BDC . 

Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 
угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – равна 

. Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1AO 2CO BAD BCD
ABCD

BAD BCD D180 1LAO 2FCO
D90 α=∠ ALO1 α=∠−=∠ 22 90 FCOCFO D αtg , получаем: 

FO
CF

AL
LO

2

1tg ==α , 
r

r 22
2
= , 2=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота этого 
треугольника  также является его медианой. Точки ,  и  лежат на одной прямой (на серединном 

перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: 

COBO 22 = BOC
FO2 O 2O F

BC 3222
22 =+= CFFOCO , 3222 == COOO  (как радиусы 

одной окружности). 
Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 

стороны от неё. 
2O O BC

В первом случае получаем: 
2

13arctg
322

22arctgarctg
2
1 −

=
+

==∠=∠=∠
OF
CFCOFBOCBDC . 

Рассмотрим второй случай. Точка  лежит на биссектрисе угла , поэтому 2O BCD

( )22arctg
2

1arctg2arctg22 2
2 ===∠=∠

CF
FO

CFOBCD . 

Это означает, что вписанный угол  опирается на дугу , равную BCD BD ( )22arctg2 . Вместе с тем дуга  

равна углу , а  

BC

BOC
2

13arctg2
13

2arctg2arctg2arctg22
2

+
=

−
=

−
==∠=∠

rOO
CF

OF
CFCOFBOC , что 

невозможно, так как в этом случае дуга  должна быть меньше дуги . BD BC
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1. Решите уравнение 
3

2
2coscos
3sinsin

=
+

xx
xx

. 

Ответ. ππ kx 2
12

+= , ππ kx 2
12
7

+= , Ζ∈+−= kkx ,2
6

5 ππ . 

Решение. Возможны два случая. 

а) . Тогда 0sin ≥x Ζ∈+=⇔=⇔=⇔=
+ kkxx

xx
xx

xx
xx ,

2123
12tg

3
2

2coscos
2sincos2

3
2

2coscos
3sinsin ππ . Учитывая условие, 

получаем Ζ∈+= kkx ,2
12

ππ  и Ζ∈+= kkx ,2
12
7 ππ . 

б) . Тогда 0sin <x Ζ∈+=⇔=⇔=⇔=
+− kkxx

xx
xx

xx
xx ,

63
1tg

3
2

2coscos
sin2cos2

3
2

2coscos
3sinsin ππ . Синус отрицателен 

при Ζ∈+−= kkx ,2
6

5 ππ . 

 

2. Решите уравнение 
( )

6
50log5

4
xx x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Ответ. 
2
1

=x , . 2500=x

Решение. Логарифмируя по основанию 5, получаем уравнение, равносильное исходному: 

( ) ( ) ( )( ) xxxxxx 55555
6

555 log62log2log2log2loglog
4

log50log =−++⇔=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅ . 

Обозначим , . После раскрытия скобок и приведения подобных слагаемых уравнение 

принимает вид . Решаем квадратное уравнение относительно : 

yx =5log a=2log5

( ) 0424 22 =−−+− aayay y

( ) ( ) ( )2222 43162494244 +=++=+++= aaaaaaD , ( )
⎢
⎣

⎡
−=

+=
⇔

+±+
=

.
,42

2
434

ay
ayaay  

Находим x : если , то  и ay −= 2loglog 55 −=x
2
1

=x ; если 42 += ay , то  и 42log2log 55 +=x 2500=x . 

 
3. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих  и таких, что  делится нацело на . k 000267 12 −k 267
Ответ. . 4000
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( )( ) ( )89311 ⋅+− #kk . Значит, одно из 

чисел  или  делится на 89 . Рассмотрим два случая. ( 1+k ) )( 1−k
а) , т.е. . Тогда получаем ( ) 891 #+k Ζ∈+= ppk ,8889 ( )( ) ( ) ( )( ) 31878989389898789 ## ++⇔⋅++ pppp . Первый 

множитель делится на  при 3 Ζ∈= qqp ,3 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что 
, , . 88267 += qk 266267 += qk Ζ∈q

б) , т.е. ( ) 891 #−k Ζ∈+= ppk ,189 . Тогда получаем ( ) ( ) ( ) 328989328989 ## pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 
делится на  при 3 Ζ∈+= qqp ,23 , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 , откуда получаем, что 179267 += qk , 

, . 1267 += qk Ζ∈q
Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на , то есть 

подходят каждые  из  подряд идущих чисел. Так как 
1,179,266,88 267

4 267 1000267000267 ⋅= , получаем 400010004 =⋅  
чисел. 

 

4. Решите систему  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+−
≤+

.0100180208118
,1

224224

22

yxyyxx
yx

Ответ. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 . 

Решение. Преобразуем уравнение системы: 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ⎢

⎢
⎣

⎡

±=+
±=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

=+
=−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−=−+
=−+⇔

⇔=−+⇔=++−+⇔

⇔=+−−++⇔=+−−+−

.103
,103

103
,103

6109
,6109

6109361009209

361001802081180100180208118

2

2

22

22

22222222222

22224224224224

yx
yx

yx
yx

xyyx
xyyx

xyyxyxyxyx

yxyxyyxxyxyyxx

 

В каждом из четырёх случаев выражаем x  и подставляем в неравенство. 

Если 103 += yx , то ( ) 1103
22 ≤++ yy , 0910610 2 ≤++ yy , ( ) 0310

2
≤+y , 

10
3

−=y . Тогда 
10
1

=x . 

Остальные случаи разбираются аналогично. В итоге получаем 4 решения: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

10
3;

10
1 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

10
3;

10
1 . 

 
5. На ребре  правильной треугольной призмы  взята точка 1BB 111 CBABCA T  такая, что . Точка 3:2: 1 =TBBT T  

является вершиной прямого кругового конуса такого, что три вершины призмы принадлежат окружности 
его основания. 
а) Найдите отношение высоты призмы к ребру её основания. 
б) Пусть дополнительно известно, что . Найдите объём конуса. 51 =CC

Ответ. а) 5 ; б) 
2323

3180π
=V . 

Решение. Если три вершины призмы лежат на окружности основания конуса, то это означает, что три вершины 
призмы равноудалены от точки T , т.е. три из отрезков , , , , ,  равны между собой. 
Заметим, что ; кроме того , . Из этих неравенств следует, что отрезки 

 и  самые длинные, а отрезок  – самый короткий. Значит, равны между собой отрезки , TC  и 
. 

TA TB TC 1TA 1TB 1TC

TCTATCTA =>= 11 TBTA > 11 TBTA >

1TA 1TC TB TA

1TB
а) Обозначим , . Тогда . По теореме Пифагора для треугольника xTB 31 = xTB 2= xTA 3= ABT  находим, что 

5xAB = . Значит, искомое отношение равно 5
5

5
=

x
x . 

б) Из треугольника  по теореме Пифагора получаем, что ABB1 301 xAB = . Радиус основания конуса – это 

радиус окружности, описанной около треугольника . Его стороны: CAB1 3011 xCBAB == , 5xAC = . 

Тогда находим его высоту: 
2
115

1
xHB = , площадь: 

4
235

2
1155

2
1 2xxxS =⋅⋅= , радиус описанной 

окружности: 
23

56
4

53030 x
S

xxxR =
⋅⋅

= . 

Образующая конуса – это отрезок AT , т.е. она равна . Тогда высота конуса x3
23

33
23

1809
2

2 xxxh =−= . 

Находим объём конуса: 
2323

3180
23

33
23

180
3

32 xxxV ππ
=⋅⋅= . Так как 1=x , окончательно получаем 

2323
3180π

=V . 

 
6. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся число  такое, что система a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=+++

−−=

xbybyx

ay
a

x

8263

,6

222
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. ( )∞+⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ 0

3
2; ∪a . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 18 =−++ byx , следовательно, 

оно задаёт окружность радиуса  с центром 1 ( )b;8− . При всевозможных R∈b  эти окружности заметают 
полосу . 79 −≤≤− x

Первое уравнение задаёт “уголок” с ветвями, направленными влево, с вершиной в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ a

a
;6 . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы “уголок”, задаваемый первым уравнением, 
имел хотя бы одну общую точку с полосой 79 −≤≤− x , а для этого нужно, чтобы абсцисса его вершины 

удовлетворяла неравенству , т.е 9в −≥x 96
−≥

a
откуда ( )∞+⎥⎦

⎤
⎜
⎝
⎛ −∞−∈ 0

3
2; ∪a . 

 
7. Четырехугольник  вписан в окружность с центром . Две окружности  и  равных радиусов с 

центрами  и  вписаны в углы  и  соответственно, при этом первая касается стороны  в 
точке , а вторая касается стороны 

ABCD O 1Ω 2Ω

1O 2O ABC ADC BC
F AD  в точке P . 

а) Найдите радиус окружности , если 2Ω 23=BF , 2=DP .  
б) Пусть дополнительно известно, что точка  является центром окружности, описанной около 

треугольника . Найдите угол . 
1O

BOC BDC

Ответ. а) 6=r , б) . D30=∠BDC
Решение. а) Отрезки  и  являются биссектрисами углов  и  (центр окружности, вписанной в 

угол, лежит на биссектрисе этого угла). Так как четырёхугольник  вписан в окружность, сумма его 
противоположных углов  и  равна , поэтому сумма их половин – углов  и  – 

равна . Пусть . Тогда . Выражая двумя способами 

1BO 2DO ABC ADC
ABCD

ABC ADC D180 1FBO 2PDO
D90 α=∠ BFO1 α=∠−=∠ 22 90 PDODPO D αtg , получаем: 

PO
DP

BF
FO

2

1tg ==α , 
r

r 2
23
= , 6=r . 

б)  как радиусы окружности, описанной около треугольника , поэтому высота  этого 
треугольника также является его медианой. Точки ,  и  лежат на одной прямой (на серединном 

перпендикуляре к отрезку ). Далее находим: 

COBO 11 = BOC FO1
O 1O F

BC 6222
11 =+= FBFOBO , 6211 == BOOO  (как радиусы 

одной окружности). 
Возможны два случая: точки  и  могут лежать либо по одну сторону от прямой , либо по разные 

стороны от неё. 
1O O BC

В первом случае получаем: D30
63
23arctgarctg

2
1

===∠=∠=∠
FO
BFBOFBOCBDC . 

Рассмотрим второй случай. Точка  лежит на биссектрисе угла , поэтому 1O ABC

D60
3

1arctg2arctg22 1
1 ===∠=∠

BF
FO

BFOABC . 

Это означает, что вписанный угол  опирается на дугу , равную . Вместе с тем дуга  равна углу 

, а  

ABC AC D120 BC

BOC D1203arctg2arctg2arctg22
1

==
−

==∠=∠
rOO

BF
OF
BFBOFBOC , что невозможно, так как в этом 

случае дуга  должна быть меньше дуги . AC BC
 


