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1. Известно, что yyx sin
2
5cos2sin −= , yyx cos

2
5sin2cos −= . Найдите . y2sin

Ответ. 
40
372sin =y . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
4
25cossin2041 +−= yy , откуда 

4
372sin10 =y , 

40
372sin =y . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 242400 и таких, что  делится нацело на 303. k kk 22 +
Ответ. . 3200
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10132 ⋅+kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 2+k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 3210110132101101 +⇔⋅+ pppp . Первый множитель делится 

на 3 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что , qk 303= 202303 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 1012+k Ζ∈+= ppk ,99101 ( )( ) ( ) ( )( ) 3199101101310110199101 ++⇔⋅++ pppp . 

Первый множитель делится на 3 при Ζ∈= qqp ,3 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,23 , откуда получаем, что 
, , . 99303 += qk 301303 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 303, то есть 
подходят каждые 4 из 303 подряд идущих чисел. Так как 

301,99,202,0
800303242400 ⋅= , получаем  чисел. 32008004 =⋅

 

3. Решите систему  
⎩
⎨
⎧

=−−+++
+≥

.722626252
,1623

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )1;6

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 3636 yx +
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Получаем две окружности радиуса 13  с центрами в точках ( )3;3  и ( )3;3 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой 8
2

3
−=

xy , являющейся границей этой полуплоскости. 
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При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )3;3 −−  и ( )3;3  – не лежат в полуплоскости, так как 
их координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому вторая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а первая имеет единственную общую точку ( )1;6 . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  b a
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,
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2
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;
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Ответ. 
4
122 +≤b . 

Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 222 =−+− ayax , 
следовательно, оно задаёт окружность радиуса 2 с центром ( )aa 2;2 . При всевозможных R∈a  графики этих 
функций заметают полосу 2222 +≤≤− xyx . 

Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 
имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 

Найдём значение параметра , при котором парабола касается нижней границы полосы, т.е. прямой b

22−= xy . Это означает, что уравнение 222 −=−− xxb  имеет ровно одно решение, откуда 
4
122 +=b . 

При этом ордината вершины параболы 
4
1220 −−=y . Подходят все значения , при которых , т.е. b 0в yy ≥

4
122 −−≥− b , 

4
122 +≤b . 

 
5. Дан правильный 20-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 20-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 720
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция определяется парой 

параллельных хорд с концами в точках . 
2021 ...KKK

201 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 9 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 10 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

452
10 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 10 таких наборов. 

21KK 1110 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 8 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 9 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 10. 

86 KK

95 KK

362
9 =C

В итоге получаем 81036104510 =⋅+⋅  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 10, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

452
10 =C

72090810 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы A  и  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны 

B ABC 1O 2O
O ABC

AB  в точках ,  и 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 41 =AK 62 =BK 16=AB
а) Найдите длину отрезка AK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O AC 3K CAB

1O 31KOK

Ответ. а) 
5

32
=AK , б) 

25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠CAB . 

Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов 1AO 2BO A  и  треугольника, поэтому они 
пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

B
O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKB BKO 22

r
R , поэтому 

r
RBK 6

= . Аналогично 
r
RAK 4

= , откуда 1610
=

r
R , 

5
32

=AK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
5
3

=−= , 
5
3arcsinarcsin

1
1 ==∠=∠

OO
OHHOOOAB . Значит, 

25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠CAB . 
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1. Известно, что xxy cos
3
2sin

2
3sin += , xxy cos

2
3sin

3
2cos += . Найдите . x2sin

Ответ. 
72
612sin −=x . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
9
4cossin4

4
91 ++= xx , откуда 

36
612sin2 =− x , 

72
612sin −=x . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 353500 и таких, что  делится нацело на 505. k kk +2

Ответ. . 2800
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10151 ⋅+kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 1+k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 5110110151101101 +⇔⋅+ pppp . Первый множитель делится 

на 5 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что , qk 505= 404505 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 1011+k Ζ∈+= ppk ,100101 ( )( ) ( ) ( )( ) 511001011015101101100101 ++⇔⋅++ pppp . 

Первый множитель делится на 5 при Ζ∈= qqp ,5 , а второй – при Ζ∈+= qqp ,45 , откуда получаем, что 
, , . 100505 += qk 504505 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 505, то есть 
подходят каждые 4 из 505 подряд идущих чисел. Так как 

504,100,404,0
700505353500 ⋅= , получаем  чисел. 28007004 =⋅

 

3. Решите систему  
⎩
⎨
⎧

=−−+++
+≥

.12840401442
,142

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )2;8

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 6464 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=++
+=++⇔

⇔+=++⇔++=++++

.2044
,2044

8812
,8812

881212864642424144

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 52  с центрами в точках ( )4;4  и ( )4;4 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой , являющейся границей этой полуплоскости. 142 −= xy
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б)  ( ) ( ) ( ) ( ) .
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При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )4;4  и ( )4;4 −−  – не лежат в полуплоскости, так как 
их координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому вторая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а первая имеет единственную общую точку ( )2;8 . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
−=

148
,

222

2

xybbyx
axy  

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. 
4
12 −−≥a . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 122 =−++ bybx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 1 с центром ( )bb 2;2− . При всевозможных  графики этих функций 

заметают полосу 

R∈b

22 +−≤≤−− xyx . 
Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 

имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 
Найдём значение параметра , при котором парабола касается верхней границы полосы, т.е. прямой a

2+−= xy . Это означает, что уравнение 22 +−=− xax  имеет ровно одно решение, откуда 
4
12 −−=a . 

При этом ордината вершины параболы 
4
120 +=y . Подходят все значения , при которых , т.е. a 0в yy ≤

4
12 +≤− a , 

4
12 −−≥a . 

 
5. Дан правильный 16-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 16-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 336
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция определяется парой 

параллельных хорд с концами в точках . 
1621 ...KKK

161 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 7 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 8 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

282
8 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 8 таких наборов. 

21KK 98 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 6 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 7 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 8. 

86 KK

95 KK

212
7 =C

В итоге получаем  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 8, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

392218288 =⋅+⋅

282
8 =C

33656392 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы  и  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны  в точках ,  и 

B C ABC 1O 2O
O ABC

BC 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 41 =BK 82 =CK 18=BC
а) Найдите длину отрезка CK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны 1O AB  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
3K ABC

1O 31KOK

Ответ. а) , б) . 12=CK 60=∠ABC
Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов  и  треугольника, поэтому они 

пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

2CO 1BO C B
O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKB BKO 11

r
R , поэтому 

r
RBK 4

= . Аналогично 
r
RCK 8

= , откуда 1812
=

r
R , 12=CK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
2
1

=−= , 30
2
1arcsinarcsin

1
1 ===∠=∠

OO
OHHOOOBC . Значит, . 60302 =⋅=∠ABC
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1. Известно, что xxy sin
2
5cos2sin += , xxy cos

2
5sin2cos += . Найдите . x2sin

Ответ. 
40
372sin −=x . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
4
25cossin2041 ++= xx , откуда 

4
372sin10 =− x , 

40
372sin −=x . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 333300 и таких, что  делится нацело на 303. k kk 22 −
Ответ. . 4400
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10132 ⋅−kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 2−k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 3210110132101101 −⇔⋅− pppp . Первый множитель делится 

на 3 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 Ζ∈+= qqp ,13 , откуда получаем, что qk 303= , 101303 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. . Тогда получаем ( ) 1012−k Ζ∈+= ppk ,2101 ( ) ( ) ( ) 3210110131012101 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 

делится на 3 при Ζ∈+= qqp ,23 , а второй – при Ζ∈= qqp ,3 , откуда получаем, что 204303 += qk , 
, . 2303 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 303, то есть подходят 
каждые 4 из 303 подряд идущих чисел. Так как 

2,204,101,0
1100303333300 ⋅= , получаем  чисел. 440011004 =⋅

 

3. Решите систему   
⎩
⎨
⎧

=−−+++
≤++

.8101092
,082

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )2;3 −−

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 44 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=−+
+=−+⇔

⇔+=−+⇔++=−−++

.511
,511

223
,223

223844669

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 5  с центрами в точках ( )1;1  и ( )1;1 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой , являющейся границей этой полуплоскости. 82 −−= xy

а) . ( ) ( ) ( ) ( ) ∅⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−−+−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−+−

.82
,082345

82
,5921

82
,511 22222

xy
xx

xy
xx

xy
yx

б)  ( ) ( ) ( ) ( ) .
2
,3

.82
,045305

82
,5721

82
,511̀ 22222

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−−++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=+++

y
x

xy
xx

xy
xx

xy
yx

При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )1;1  и ( )1;1 −−  – не лежат в полуплоскости, так как их 
координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому первая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а вторая имеет единственную общую точку ( )2;3 −− . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  b a

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
−=

yxaayx
xby

242
,

222

2
 

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. 
4
122 −−≥b . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 2=+++ ayax , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 2 с центром ( )aa −− ; . При всевозможных  графики этих функций 

заметают полосу 

R∈a

2222 +≤≤− xyx . 
Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 

имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 
Найдём значение параметра , при котором парабола касается нижней границы полосы, т.е. прямой b

22−= xy . Это означает, что уравнение 222 −=− xxb  имеет ровно одно решение, откуда 
4
122 −−=b . 

При этом ордината вершины параболы 
4
1220 −−=y . Подходят все значения , при которых , т.е. b 0в yy ≥

4
122 −−≥b . 

 
5. Дан правильный 22-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 22-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 990
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция сторон определяется 

парой параллельных хорд с концами в точках . 
2221 ...KKK

221 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 

10 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 11 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

552
11 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 11 таких наборов. 

21KK 1211KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 9 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 10 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 11. 

86 KK

95 KK

452
10 =C

В итоге получаем 110045115511 =⋅+⋅  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 11, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

552
11 =C

9901101100 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы  и  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны  в точках ,  и 

C B ABC 1O 2O
O ABC

BC 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 31 =CK 72 =BK 16=BC
а) Найдите длину отрезка CK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O AC 3K ACB

1O 31KOK

Ответ. а) 
5
24

=CK , б) 
25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠ACB . 

Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов  и  треугольника, поэтому они 
пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

1CO 2BO C B
O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKB BKO 22

r
R , поэтому 

r
RBK 7

= . Аналогично 
r
RCK 3

= , откуда 1610
=

r
R , 

5
24

=CK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
5
3

=−= , 
5
3arcsinarcsin

1
1 ==∠=∠

OO
OHHOOOCB . Значит, 

25
7arccos

5
3arcsin2 ==∠ACB . 
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1. Известно, что yyx cos
3
2sin

2
3sin −= , yyx sin

3
2cos

2
3cos −= . Найдите . y2sin

Ответ. 
72
612sin =y . 

Решение. Возводя оба равенства в квадрат и складывая их почленно, получаем 
9
4cossin4

4
91 +−= yy , откуда 

36
612sin2 =y , 

72
612sin =y . 

 
2. Найдите количество натуральных чисел , не превосходящих 454500 и таких, что  делится нацело на 505. k kk −2

Ответ. . 3600
Решение. Разложив делимое и делитель на множители, получаем условие ( ) ( )10151 ⋅−kk . Значит, одно из чисел 

 или  делится на 101. Рассмотрим два случая. k ( 1−k )
а) , т.е. . Тогда получаем 101k Ζ∈= ppk ,101 ( ) ( ) ( ) 5110110151101101 −⇔⋅− pppp . Первый множитель делится 

на 5 при , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 Ζ∈+= qqp ,15 , откуда получаем, что qk 505= , 101505 += qk , Ζ∈q . 
б) , т.е. ( ) 1011−k Ζ∈+= ppk ,1101 . Тогда получаем ( ) ( ) ( ) 5110110151011101 pppp +⇔⋅+ . Первый множитель 

делится на 5 при Ζ∈+= qqp ,45 , а второй – при Ζ∈= qqp ,5 , откуда получаем, что 405505 += qk , 
, . 1505 += qk Ζ∈q

Итак, условию задачи удовлетворяют числа, дающие остатки  при делении на 505, то есть подходят 
каждые 4 из 505 подряд идущих чисел. Так как 

1,405,101,0
900505454500 ⋅= , получаем 36009004 =⋅  чисел. 

 

3. Решите систему  
⎩
⎨
⎧

=−−+++
≤++

.82020642
,0143

224224 xyyxyyxx
yx

Ответ. . ( )4;2 −−

Решение. Преобразуем уравнение системы (добавляем к обеим частям ): 22 44 yx +

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎢
⎢
⎣

⎡

=+++
=−+−⇔

⎢
⎢
⎣

⎡

−−=−+
+=−+⇔

⇔+=−+⇔++=−−++

.1011
,1011

228
,228

228844161664

22

22

22

22

22222222222

yx
yx

yxyx
yxyx

yxyxxyyxyxyx
 

Получаем две окружности радиуса 10  с центрами в точках ( )1;1  и ( )1;1 −− . 
Неравенство системы задаёт полуплоскость. Рассмотрим взаимное расположение каждой из окружностей с 

прямой , являющейся границей этой полуплоскости. 143 −−= yx

а)  ( ) ( ) ( ) ( ) ∅⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−+−−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=−+−

143
,02168810

143
,101153

143
,1011 22222

yx
xy

yx
yy

yx
yx

б)  ( ) ( ) ( ) ( ) .
.2
,4

143
,01608010

143
,101133

143
,1011 22222

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=++−−⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−=
=+++

x
y

yx
yy

yx
yy

yx
yx

При этом центры рассматриваемых окружностей – точки ( )1;1  и ( )1;1 −−  – не лежат в полуплоскости, так как их 
координаты не удовлетворяют неравенству. Поэтому первая окружность не имеет общих точек с 
полуплоскостью, а вторая имеет единственную общую точку ( )4;2 −− . 

 
4. Найдите все значения параметра , для каждого из которых найдётся такое число , что система  a b

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=++
+=

122
,

222

2

yxbbyx
axy  

имеет хотя бы одно решение . ( )yx;

Ответ. 
4
12 +≤a . 
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Решение. Второе уравнение системы может быть преобразовано к виду ( ) ( ) 222 1=++− bybx , следовательно, 
оно задаёт окружность радиуса 1 с центром ( )bb −; . При всевозможных  графики этих функций 

заметают полосу 

R∈b

22 +−≤≤−− xyx . 
Для выполнения условия задачи необходимо и достаточно, чтобы парабола, задаваемая первым уравнением, 

имела хотя бы одну общую точку с данной полосой. 
Найдём значение параметра , при котором парабола касается верхней границы полосы, т.е. прямой a

2+−= xy . Это означает, что уравнение 22 +−=+ xax  имеет ровно одно решение, откуда 
4
12 +=a . 

При этом ордината вершины параболы 
4
120 +=y . Подходят все значения , при которых , т.е. a 0в yy ≤

4
12 +≤a . 

 
5. Дан правильный 18-угольник M . Найдите количество четвёрок вершин этого 18-угольника, являющихся 

вершинами трапеций. 
Ответ. . 504
Решение. Впишем данный многоугольник  в окружность. Каждая трапеция определяется парой 

параллельных хорд с концами в точках . 
1821 ...KKK

181 ,..., KK
Рассмотрим хорду, соединяющую две соседние вершины многоугольника, например, . Существуют ещё 8 

хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 9 параллельных друг другу хорд. Из них 

можно образовать  пар параллельных отрезков. 

76 KK

85 KK

362
9 =C

Аналогичные наборы мы получим, если будем рассматривать все хорды, параллельные , … ,  – 
всего 9 таких наборов. 

21KK 109 KK

Теперь возьмём хорду, соединяющую вершины, находящиеся через одну друг от друга, например, . 
Существуют ещё 7 хорд, параллельных ей (  и т.д.), т.е. получается набор из 8 параллельных друг 

другу хорд. Из них можно образовать  пар параллельных отрезков. Этих наборов также 9. 

86 KK

95 KK

282
8 =C

В итоге получаем  четырёхугольников. При таком способе подсчёта прямоугольники 
оказались учтены дважды. Заметим, что обе диагонали вписанного в окружность прямоугольника являются 
диаметрами, всего диаметров с вершинами в данных точках 8, и таким образом, выходит  
прямоугольников. Вычитая удвоенное количество прямоугольников, получаем 

576289369 =⋅+⋅

362
9 =C

50472576 =−  
четырёхугольников, имеющих хотя бы одну пару параллельных сторон. 

 
6. В углы  и C A  треугольника  вписаны соответственно окружности с центрами  и  равного 

радиуса, точка  - центр окружности, вписанной в треугольник . Данные окружности касаются 
стороны  в точках ,  и 

ABC 1O 2O
O ABC

AC 1K 2K K  соответственно, при этом , , и . 61 =CK 82 =AK 21=AC
а) Найдите длину отрезка CK . 
б) Пусть окружность с центром  касается стороны  в точке . Найдите угол , если известно, 

что точка  является центром окружности, описанной около треугольника . 
1O BC 3K BCA

1O 31KOK

Ответ. а) , б) . 9=CK 60=∠ACB
Решение. а) Прямые  и  являются биссектрисами углов  и 1CO 2AO C A  треугольника, поэтому они 

пересекаются в точке  – центре вписанной окружности. Обозначим радиусы окружностей с центрами  
и  через 

O 1O

2O r , а радиус вписанной окружности через . Треугольники  и  подобны, 

коэффициент подобия равен 

R OKA AKO 22

r
R , поэтому 

r
RAK 8

= . Аналогично 
r
RCK 6

= , откуда 2114
=

r
R , 9=CK . 

б) Из условия следует, что . Опустим из точки  перпендикуляр  на отрезок . Тогда rKOOO == 111 1O HO1 OK

rrROH
2
1

=−= , 30
2
1arcsinarcsin

1
1 ===∠=∠

OO
OHHOOOCB . Значит, . 60302 =⋅=∠ACB


