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Äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

Â øêîëüíûõ îëèìïèàäàõ è íà ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæ-
êàõ ÷àñòî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòîðûå òîæäåñòâà, êàê, íàïðè-
ìåð, ñëåäóþùèå:

n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
;

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òîæåñòâ ïî èíäóêöèè íå ñëîæíî, íî îñòàâ-
ëÿåò îòêðûòûì âîïðîñ: îòêóäà æå âçÿëèñü ôîðìóëû â ïðàâûõ
÷àñòÿõ? Âåäü åñëè îíè íåèçâåñòíû, ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì íóæ-
íî ñíà÷àëà äîãàäàòüñÿ äî êîìïàêòíîãî ñâ¼ðíóòîãî âèäà.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ ñàìèõ
ýòèõ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ. Ñïîñîá ïîç-

âîëÿåò â ÿâíîì âèäå âû÷èñëèòü, ÷åìó ðàâíà ñóììà
n∑

k=1

km ïðè

ëþáîì êîíêðåòíîì m, ïðè÷åì ýòî âû÷èñëåíèå, êàê áóäåò âèäíî,
áóäåò â òîì ÷èñëå è äîêàçàòåëüñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî òîæäå-
ñòâà.

Ïðè ïåðâîì îçíàêîìëåíèè ýòîò ñïîñîá ìîæåò ïîêàçàòüñÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíûì, íî íå ñòîèò ïóãàòüñÿ � âñå òåîðåòè÷åñêèå îáîñíî-
âàíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû è ïîäðîáíî ðàçîáðàíû, à ïîñëå ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî ïîâòîðåíèÿ ïðèâåäåííûõ âûêëàäîê íà óïðàæíåíèÿõ Âû
áóäåòå ëåãêî ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé òåõíèêîé.

Ïîëó÷èì ïåðâóþ èç çàïèñàííûõ âûøå ôîðìóë. Áóäåì èñïîëüçî-
âàòü èçâåñòíóþ èç øêîëüíîãî êóðñà ôîðìóëó ñóììû ãåîìåòðè÷å-
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ñêîé ïðîãðåññèè:
n∑

k=0

xk =
xn+1 − 1

x− 1
,

ñïðàâåäëèâóþ ïðè x 6= 1. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ðàâåíñòâî ôóíêöèé îò x, çàïèñàííûõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî ïî x:

n∑
k=1

kxk−1 =

(
xn+1 − 1

x− 1

)′
=

(n+ 1)xn(x− 1)− (xn+1 − 1)

(x− 1)2
.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïðè x = 1 îáðàùàåòñÿ â
n∑

k=1

k, ÷òî íàì è òðåáîâàëîñü.

Îäíàêî, ïðîñòî ïîäñòàâèòü x = 1 â ëåâóþ ÷àñòü íå ïîëó÷èòñÿ, â
çíàìåíàòåëå îáðàçóåòñÿ íîëü.

Òåì íå ìåíåå, ñëåâà ñòîèò íåïðåðûâíàÿ âñþäó ôóíêöèÿ �ìíîãî÷ëåí.
Ðàâåíñòâî ïðàâîé ÷àñòè âûïîëíåíî âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé îñè,
êðîìå x = 1. Çíà÷èò, ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ñóùå-
ñòâóåò è ðàâíî çíà÷åíèþ ëåâîé ÷àñòè â åäèíèöå, òî åñòü òîìó,
÷òî ìû èùåì.

Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê òîìó, ÷òîáû âû÷èñëèòü

lim
x→1

(n+ 1)xn(x− 1)− (xn+1 − 1)

(x− 1)2
.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü âèäà

[
0

0

]
� ïðè ïîä-

ñòàíîâêå x = 1 è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü îáðàùàþòñÿ â íîëü.
Ïðåäåë áóäåì âû÷èñëÿòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ. Â
äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãî÷ëåíàìè, äëÿ ýòîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ â ïîñëåäíåì ðàçäåëå
ïðèâåäåíà ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåìîãî ïðà-
âèëà.
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×òîáû âû÷èñëèòü ýòîò ïðåäåë, äèôôåðåíöèðóåì îòäåëüíî ÷èñ-
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü:

lim
x→1

(n+ 1)xn(x− 1)− (xn+1 − 1)

(x− 1)2
=

[
0

0

]
=

= lim
x→1

((n+ 1)xn(x− 1)− (xn+1 − 1))′

((x− 1)2)′
=

= lim
x→1

n(n+ 1)xn−1(x− 1) + (n+ 1)xn − (n+ 1)xn

2(x− 1)
=

= lim
x→1

n(n+ 1)xn−1(x− 1)

2(x− 1)
= lim

x→1

n(n+ 1)xn−1

2

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ìû ñîêðàòèëè ïîä çíàêîì ïðåäåëà â ÷èñ-
ëèòåëå è çíàìåíàòåëå x = 1. Ýòî ïðàâîìåðíî, ïîñêîëüêó ïðåäåë
ôóíêöèè çàâèñèò îò å¼ ïîâåäåíèÿ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè åäè-
íèöû � â ñàìîé òî÷êå x = 1 çíà÷åíèå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Â ýòîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè x − 1 6= 0, è íà ýòîò ìíîæèòåëü äðîáü
ìîæíî ñîêðàòèòü.

Òåïåðü ïîä çíàêîì ïðåäåëà ñòîèò óæå íåïðåðûâíàÿ â x = 1 ôóíê-
öèÿ � äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîäñòàâèòü
x = 1 è ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ìû ñïåöèàëüíî ïðèâåëè ïîäðîáíîå ðåøåíèå. Íà ïðàêòèêå îíî,
åñòåñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ êîðî÷å. Çàêðåïèì ïîëó÷åííûé ðåçóëü-
òàò: âûâåäåì âòîðóþ èç ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â íà÷àëå.

Ïîñëå ïåðâîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñóììû
n∑

k=0

xk ïîêàçàòåëè ñëà-

ãàåìûõ ñòàëè ðàâíû (k − 1):

n∑
k=1

kxk−1.
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Äàëåå åñòü äâà ïóòè. Ïåðâûé âàðèàíò � ïðîñòî ïðîäèôôåðåíöè-
ðîâàòü ýòó ôóíêöèþ åùå ðàç, è ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ
ïðè xk−2 êîýôôèöèåíò k(k − 1):

n∑
k=1

k(k − 1)xk−2.

Òîãäà ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü ñóììó
n∑

k=1

k(k − 1) =
n∑

k=1

k2 −
n∑

k=1

k.

Íî âòîðóþ ñóììó ìû óæå âû÷èñëèëè, îñòàíåòñÿ ëèøü ïîäñòà-
âèòü å¼ çíà÷åíèå. Âòîðîé ïóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: äîìíî-
æèì ïðîäèôôåðåíöèðîâàííóþ îäèí ðàç ôóíêöèþ íà x è ïîëó-

÷èì
n∑

k=1

kxk. ßñíî, ÷òî òåïåðü íóæíî åùå ðàç ïðîäèôôåðåíöè-

ðîâàòü ýòî âûðàæåíèå ïî x è ïîëó÷èòü
n∑

k=1

k2xk−1, à çàòåì ïî-

ëîæèòü x = 1. Â ïðàâîé ÷àñòè íóæíî áóäåò ïåðåéòè ê ïðåäåëó

lim
x→1

(
x

(
xn+1 − 1

x− 1

)′)′
.

Äâà ñïîñîáà ñîâåðøåííî ýêâèâàëåíòíû, íî íà ïðàêòèêå ïåðâûé
ñîäåðæèò ìåíüøå âû÷èñëåíèé, ïîýòîìó âûáåðåì ýòîò ïóòü.

n∑
k=1

k(k−1) = lim
x→1

(
xn+1 − 1

x− 1

)′′
= lim

x→1

(
(n+ 1)xn(x− 1)− xn+1 + 1

(x− 1)2

)′
=

= lim
x→1

(
(n+ 1)nxn−1(x− 1) + (n+ 1)xn − (n+ 1)xn

(x− 1)2
−

−2(n+ 1)xn+1 − (n+ 1)xn − xn+1 + 1

(x− 1)3

)
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Çàìå÷àíèå: ïðè âçÿòèè ïðîèçâîäíîé îò äðîáè ÷àñòî îêàçûâàåò-
ñÿ áûñòðåå âîñïîëüçîâàòüñÿ íå ôîðìóëîé ïðîèçâîäíîé äðîáè, à
ôîðìóëîé ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî è èñ-
ïîëüçîâàëè:(

f(x)

g(x)

)′
=

[
1

g(x)
= z(x)

]
= (f(x)z(x))′ = f ′z + fz′ =

f ′

g
− fg′

g2
.

Íà ýòîì ýòàïå âèäíî, çà÷åì ìû ïîøëè ïåðâûì ïóò¼ì: â ÷èñëè-
òåëÿõ äðîáåé ïîä çíàêîì ïðåäåëà äîñòàòî÷íî ìíîãî èñ÷åçàþùèõ
ñëàãàåìûõ. Äàëåå íàì òðèæäû ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðàâè-
ëî Ëîïèòàëÿ. Ïîñëå ýòîãî â çíàìåíàòåëå îñòàíåòñÿ 6, à â ÷èñëè-
òåëå � ìíîãî÷ëåí, îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðè x = 1. Íàéäåì òðåòüþ
ïðîèçâîäíóþ ÷èñëèòåëÿ f(x) â åäèíèöå:

f(x) = n(n− 1)xn+1 − 2(n− 1)(n+ 1)xn + n(n+ 1)xn−1 − 2

f ′′′(1) = (n− 1)2n2(n+ 1)− 2(n− 2)(n− 1)2n(n+ 1)+

+(n− 3)(n− 2)(n− 1)n(n+ 1) = 2n(n2 − 1).

Òîãäà
n∑

k=1

(k2 − k) =
2n(n− 1)(n+ 1)

6
=

n∑
k=1

k2 − n(n+ 1)

2
, îòêóäà

è ñëåäóåò, ÷òî
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Óïðàæíåíèå 1: âû÷èñëèòå âòîðóþ ñóììó âòîðûì ñïîñîáîì � ñ
ïðîìåæóòî÷íûì äîìíîæåíèåì íà x ìåæäó äâóìÿ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿìè.

Óïðàæíåíèå 2: âû÷èñëèòå
n∑

k=1

k(k − 1)(k − 2) è ñ ïîìîùüþ íàé-

äåííîãî çíà÷åíèÿ ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ
n∑

k=1

k3.
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Áèíîì Íüþòîíà

Åùå îäíà ïðèñóòñòâóþùàÿ â øêîëüíûõ îëèìïèàäàõ ñóììà � áè-

íîì Íüþòîíà:
n∑

k=0

Ck
nx

kyn−k = (x+y)n, n ∈ N, ãäå Ck
n =

n!

k!(n− k)!
�

÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïðåäìåòîâ ïî k øòóê.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû, ïîëîæèâ x = y = 1, ìîæíî ïîëó÷èòü,

÷òî
n∑

k=0

Ck
n = 2n, à ïîëîæèâ x = −y = 1 � óæå íîâóþ ôîðìóëó:

n∑
k=0

(−1)kCk
n(−1)k = 0. Íî ñ ïîìîùüþ òåõíèêè, ïðåäñòàâëåííîé â

ïåðâîì ïàðàãðàôå, èç áèíîìà Íüþòîíà ìîæíî èçâëå÷ü è áîëåå
èíòåðåñíûå òîæäåñòâà ñ ñóììàìè ÷èñåë ñî÷åòàíèé.

Ïîëîæèì y = 1. Òîãäà òîæäåñòâî
n∑

k=0

Ck
nx

k = (1 + x)n ïðåäñòàâ-

ëÿåò ðàâåíñòâî äâóõ ôóíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïî x äà¼ò ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

n∑
k=0

kCk
nx

k−1 = n(1 + x)n−1.

Ïîëîæèì òåïåðü â íåì x = 1 è ïîëó÷èì
n∑

k=0

kCk
n = n2n−1.

Çàìå÷àíèå 1: îáðàùàåì âíèìàíèå íà ñëåäóþùóþ ÷àñòî äîïóñêà-
åìóþ íåòî÷íîñòü: åñëè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîëîæèòü x = −1,
òî íîëü ïîëó÷èòñÿ òîëüêî ïðè n > 1.

Çàìå÷àíèå 2: âñåì ïîëó÷åííûì â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëàì ìîæíî
äàòü è êîìáèíàòîðíûå ñìûñë è äîêàçàòåëüñòâà, ïðåäñòàâëåííûå
ñïîñîáû è ìåòîäû � äàëåêî íå åäèíñòâåííûå.

Óïðàæíåíèå 1: Âû÷èñëèòå ñóììó
n∑

k=1

(−1)kCk
nk

2 è íàéäèòå âñå

çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ îíà ðàâíà íóëþ.
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Óïðàæíåíèå 2 (äëÿ ÷èòàòåëåé, çíàêîìûõ ñ èíòåãðèðîâàíèåì):
Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ áèíîìà ïî x îò íóëÿ äî 1 âû÷èñëèòå

ñóììó
n∑

k=0

1

k + 1
Ck

n.

Ðàññìîòðèì åùå äâà ïðè¼ìà, ïîëåçíûõ â ñëó÷àÿõ íåêîòîðûõ ñóìì.

• Âû÷èñëèì
n∑

k=0

(Ck
n)

2.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå î÷åâèäíîå òîæäåñòâî:

(1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n.

Êîýôôèöèåíò ïðè xn â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí Cn
2n, à â ëåâîé ÷àñòè �

ñóììå
n∑

k=0

Ck
nC

n−k
n =

n∑
k=0

(Ck
n)

2. Ïîñëåäíèé ïåðåõîä áûë ñäåëàí ñ

ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ïàñêàëÿ: Ck
n = Cn−k

n , êîòîðîå ìîæíî äîêà-
çàòü, íàïðèìåð, çàïèñàâ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé.
Ïîäáîð ïîäõîäÿùèõ ìíîãî÷ëåíîâ, êàê â ýòîì ïðèìåðå � çàäà÷à
â îáùåì ñëó÷àå íåòðèâèàëüíàÿ, òðåáóþùàÿ íåêîòîðûõ óñèëèé.

• Äðóãîé ïðèìåð � ñóììà

n/2∑
k=0

C2k
n .

Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ïðè¼ì: ïóñòü P (x) �

ìíîãî÷ëåí. Òîãäà ìíîãî÷ëåí
1

2
(P (x) + P (−x)) ñîäåðæèò òîëüêî

âñå îäíî÷ëåíû P (x) ñ ÷¼òíîé ñòåïåíüþ x.

Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà çíà÷åíèþ

â x = 1 ôóíêöèè
1

2
((1 + x)n + (1− x)n), ò. å. 2n−1.

Çàìå÷àíèå: äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f(x) ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)
2
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íà ÷¼òíóþ è íå÷¼òíóþ ÷àñòè.

Ïðèìåð. Ýòà çàäà÷à áûëà ïðåäëîæåíà ó÷àùèìñÿ 10 êëàññà íà
îëèìïèàäå ïåðâîãî äíÿ ëåòíåé øêîëû Phystech.International 2016.

Â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

f(x) =
(x+ x2 + x5)2016

(1 + x2 + x4)2016

ðàñêðûëè âñå ñêîáêè è çàíóëèëè âñå êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ
íå÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ x. Ïîëó÷åííóþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíê-
öèþ îáîçíà÷èëè ÷åðåç g(x). Íàéäèòå g(−1) ñ òî÷íîñòüþ äî äåñÿ-
òûõ.

Ðåøåíèå. Çíàìåíàòåëü ïðè ïåðåõîäå îò f ê g íå èçìåíèëñÿ. Ïóñòü

h(x) = (x+x2+x5)2016. Òîãäà
h(x) + h(−x)

2
ïîñëå ðàñêðûòèÿ âñåõ

ñêîáîê ñîäåðæèò âñå ñëàãàåìûå èç h ñ ÷¼òíîé ñòåïåíüþ x è íå

ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ñ íå÷¼òíîé ñòåïåíüþ x, ò. å.
h(x) + h(−x)

2
�

÷èñëèòåëü g(x). Òîãäà g(x) =
h(x) + h(−x)

2(1 + x2 + x4)2016
=

f(x) + f(−x)
2

.

Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü x = −1: g(−1) = 1

2 · 32016
+

32016

2 · 32016
.

ßñíî, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå íå âíîñèò èçìåíåíèé â öåëóþ ÷àñòü è
ïåðâûé çíàê ïîñëå çàïÿòîé. Ïîýòîìó ñ èñêîìîé òî÷íîñòüþ îòâåò
ðàâåí 0,5.
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Áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-

ñèÿ*

Â äàííîì ðàçäåëå ìû êîñí¼ìñÿ åäèíñòâåííîãî ðÿäà, ïðèñóòñòâó-
þùåãî â øêîëüíîé ïðîãðàììå � ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè −1 < x < 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, ïðåäëîæåííóþ øêîëüíèêàì íà
ëåòíåé øêîëå Ôèçòåõ.ÑÍÃ â 2015 ãîäó:

Çàäà÷à. Íàéäèòå ñóììó 1 + q + 2q2 + 3q3 + . . . , åñëè 0 < q < 1.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ ñóììó S = S(q).
Äîìíîæèì íà q: qS = q + q2 + 2q3 + 3q4 + · · · .
Âû÷òåì ïîëó÷åííóþ ñóììó èç S è ïðèáàâèì q:

S − qS + q = 1 + q + q2 + q3 + · · · = 1

1− q
.

Âûðàçèì ðåçóëüòàò: S =
1− q + q2

(1− q)2
.

Âòîðîå ðåøåíèå. Èñêîìàÿ ñóììà S = 1 + q + 2q2 + 3q3 + · · · =
= (1 + q + q2 + · · · ) + (q2 + q3 + · · · ) + (q3 + q4 + · · · ) + · · · .
Âûíåñåì èç êàæäîé ñêîáêè ïåðâîå ñëàãàåìîå â íåé: S = (1 + q +
+q2+· · · )+q2(1+q+q2+· · · )+q3(1+q+q2+· · · )+· · · = (1+q+q2+
+ · · · )(1 + q2 + q3 + · · · ).
Â êàæäîé ñêîáêå îñòàëàñü îäíà è òà æå áåñêîíå÷íî óáûâàþùàÿ
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Çàïèøåì åå äëÿ óäîáñòâà â êâàäðàò-
íûõ ñêîáêàõ:

S =

[
1

1− q

](
1

1− q
− q

)
.



11 Äèôôåðåíöèðîâàíèå

Ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïåðâîãî ðåøåíèÿ.

Ýòèì ìîæíî áûëî áû è îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå çàäà÷è. Íî äëÿ
öåëîñòíîñòè êàðòèíû äëÿ èíòåðåñóþùåãîñÿ ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåì è
òðåòüå ðåøåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé ñòåïåííîé ðÿä
n∑

k=0

akx
k ñõîäèòñÿ â òî÷íî-

ñòè ïðè x, ëåæàùèõ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå (−R,R), ãäå ÷èñ-
ëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ ak ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà è
ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå. Íà ãðàíèöå,
ïðè x = ±R ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ, à åñ-
ëè âäðóã îêàæåòñÿ, ÷òî R = 0, òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî îí íå
ñõîäèòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x, êðîìå íóëÿ.
Ïîëåçíûìè äëÿ íàñ â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ñëåäóþùèå äâà ñâîé-
ñòâà:

• Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì x = |a|, òî ïðè âñåõ ìåíü-
øèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõ x îí òàêæå ñõîäèòñÿ.

• Âíóòðè (−R,R) ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü.

Â íàøåì ñëó÷àå èçâåñòíî, ÷òî ðÿä äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
ñõîäèòñÿ ïðè x ∈ (−1, 1) è ðàñõîäèòñÿ âíå ýòîãî èíòåðâàëà, ò. å.
R = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè (−1, 1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n∑
k=0

kxk = x ·

(
n∑

k=0

xk

)′
= x ·

(
1

1− x

)′
= x · 1

(1− x)2
.

Èñêîìàÿ â çàäà÷å ñóììà ðàâíà 1 +
n∑

k=0

kqk = 1 +
q

(1− q)2
=

=
1− q + q2

(1− q)2
.
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Òåëåñêîïè÷åñêèå ñóììû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñóììó
n∑

k=0

f(k), à ôóíê-

öèÿ f(k) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà òàêîâà, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ
ôóíêöèÿ F (k) òàêàÿ, ÷òî f(k) = F (k + 1) − F (k). Òîãäà íàøà
ñóììà çàïèøåòñÿ â âèäå

n∑
k=0

F (k + 1)− F (k) =

= F (1)−F (0)+F (2)−F (1)+F (3)−F (2)+ · · ·+F (n+1)−F (n).

ßñíî, ÷òî â ïîñëåäíåé ñóììå îñòàíóòñÿ òîëüêî F (n + 1) è F (0),

ò. å.
n∑

k=0

f(k) = F (n+ 1)− F (n).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F (n) íàçûâàåòñÿ òåëåñêîïèåé äëÿ

f(n). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóììà
n∑

k=0

f(k) íàçûâàåòñÿ òåëåñêîïè-

÷åñêîé.

Ïðèìåð: äëÿ ñóììû
b∑

k=a

1

k(k + 1)
ôóíêöèÿ F (k) =

−1
k

ÿâëÿåòñÿ

òåëåñêîïèåé. Çíà÷åíèå ýòîé ñóììû ðàâíî

(
−1
b+ 1

− −1
a

)
Ïðèìåð: äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

n∑
k=0

xk òåëåñêîïèåé áóäåò

F (k) =
xk

x− 1

Óïðàæíåíèå: Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ñóììû ñèíóñîâ
n∑

k=1

sin kx òåëå-

ñêîïèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ F (k) = −
cos 2k−1

2
x

2 sin x
2

. Âû÷èñëèòü ñàìî

çíà÷åíèå ñóììû ñèíóñîâ.
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Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ

Ïóñòü äâà ìíîãî÷ëåíà P (x) è Q(x) ïðè x = a èìåþò íóëü êðàòíî-

ñòè k. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî L = lim
x→a

P (x)

Q(x)
=

P (k)(a)

Q(k)(a)
.

Ñäåëàåì çàìåíó y = x − a. Òîãäà ìíîãî÷ëåíû P̃ (y) = P (y + a) è
Q̃(y) = Q(y+a) èìåþò íóëü y = 0 êðàòíîñòè k, à çíà÷èò, èõ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå P̃ (y) = ykA(y) è Q̃(y) = ykB(y), ïðè÷åì A(0)

è B(0) îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà L = lim
y→0

P̃ (y)

Q̃(y)
= lim

y→0

A(y)

B(y)
.

Â ïîñëåäíåì ïåðåõîäå ñîêðàùåíèå íà yk áûëî ïðîèçâåäåíî íà
îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè çàâèñèò îò åå ïîâåäåíèÿ â
ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè, òî åñòü çíà-
÷åíèå ôóíêöèè â ñàìîé òî÷êå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. À â ëþáîé
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ yk 6= 0, è íà íåãî ìîæíî ñîêðàòèòü.

Äàëåå, ïîä çíàêîì ïðåäåëà lim
y→0

òåïåðü ñòîèò íåïðåðûâíàÿ â íóëå

ôóíêöèÿ
A(y)

B(y)
. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ýòîãî ïðåäåëà

ìîæíî ïðîñòî ïîäñòàâèòü çíà÷åíèå y = 0, ò. å. L =
A(0)

B(0)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
P (k)(a)

Q(k)(a)
=

P̃ (k)(0)

Q̃(k)(0)
. Ýòî îòíîøåíèå â ïðîèçâîëü-

íîé òî÷êå y ðàâíî
P̃ (k)(y)

Q̃(k)(y)
=

A(y) + C1
kyA

′(y) + · · ·+ Ck
ky

kA(k)(y)

B(y) + C1
kyA

′(y) + · · ·+ Ck
ky

kB(k)(y)
,

à çíà÷åíèå â íóëå åñòü
A(0)

B(0)
= L, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèå: ìíîãî÷ëåí P (x) ìîæåò èìåòü íóëü x = a è áîëåå âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì k. Ïðè ýòîì âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå
âûøå, ñîõðàíÿòñÿ, à çíà÷åíèå ïðåäåëà, î÷åâèäíî, ðàâíî íóëþ.
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